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Herrn Prof. Dr. TrexpeLexsure zum 70. Geburtstag gewidmet

In einem stationdren Lichtbogen 1dft sich die Abhédngigkeit des Warmestrompotentials von einem
radialen oder axialen Massenstrom durch analytische Losungen der Erensaas—Herierschen Differen-
tialgleichung beschreiben. Die angegebene Losung enthdlt im Falle des axial angestromten Licht-
bogens die bekannte Theorie von Stixe und Warson als eine erste Naherung. Die Isothermen des
stationdren Lichtbogens werden in dimensionslosen Variablen berechnet, so dafl die Darstellung
die GroBen Massenstrom, Bogenradius und Stromstirke sowie die Materialkonstanten elektrische
Leitfahigkeit, Warmeleitfahigkeit und spezifische Warme nicht mehr enthilt. Transformationen
leisten den Ubergang zu einem speziellen Bogentyp. Die Bedingungen fiir den Anschlu8 der strom-
losen Zone an den leitfahigen Kern lassen sich erfiillen. Die Losung zeigt Beziehungen zwischen
den Isothermen in einem Lichtbogen und in einer Flamme auf. Es werden ferner Ausdriicke fiir

die Bogenspannung und die Bogenleistung angegeben.

Nachdem die Theorie der zylindrischen stationa-
ren Lichtbogen durch die Arbeiten von FINKELNBURG
und Maecker ! und Scumirz 2 einen befriedigenden
Abschluf} gefunden hat, untersuchen neuere Arbeiten
die Gasstromung im Lichtbogen und ihre Einfliisse
auf die Temperaturverteilung und die Energiebilanz.
Die ersten Publikationen auf diesem Gebiet betrafen
experimentelle Arbeiten® 4, in denen jedoch auch
schon theoretische Ansitze zur Erklarung der Phéno-
mene versucht werden. In den letzten Jahren setzten
ausfiihrlichere theoretische Untersuchungen des be-
stromten Lichtbogens ein. Stixe und Warson ® fan-
den einen brauchbaren Ansatz fiir den axial ange-
stromten Lichtbogen, der die Einlauflinge und die
Energiebilanz des Lichtbogens richtig wiedergibt.
Mit Hilfe eines Storungsansatzes, der der bekann-
ten zylindrischen Losung tiberlagert wird, konnte
Parr ¢ auch die Isothermen berechnen. Lediglich in
Kathodenndhe wird seine Losung ungenau. Eine
ausfiihrliche Behandlung des komplizierten Systems
der Plasmagleichungen unter den Bedingungen des
angestromten Lichtbogens bringen Scumirz, DrUuxES
und Parr?.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dal man
unter naheliegenden Annahmen mit relativ einfachen
mathematischen Mitteln analytische Losungen der
ErenBaas—Herierschen Differentialgleichung erhal-
ten kann, die den experimentellen Tatbestand recht
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gut wiedergeben. Fiir den Bogen mit axialer Massen-
stromung wird die Losung von StiNe und WaTtson
verallgemeinert, so dal auch in Kathodennihe die
Isothermen berechnet werden konnen. Dabei zeigen
sich Beziehungen zur Theorie der Flammen. Bei der
radialen Massenstromung erhalt man fiir das Warme-
strompotential ein einfaches Potenzgesetz. Ferner
werden Ausdriicke fiir die Bogenspannung und Bo-
genleistung angegeben.

1. Die Ausgangsgleichung

Die Erensaas—Herrersche Differentialgleichung
fiir die Energiebilanz im stationdren Lichtbogen un-
ter dem Einflu der Strémung lautet bei Vernach-
lassigung der Strahlung:

—divzgradT+ocpb gradT=0E2?, (1)

» ist die Warmeleitfahigkeit, T die Temperatur, c,
die spezifische Warme bei konstantem Druck, o die
Dichte, b die Geschwindigkeit, ¢ die elektrische Leit-
fahigkeit des Gases, E die elektrische Feldstarke.
Mit Hilfe der Scamitzschen S-Funktion, die durch

ngradT=grad S (2)

definiert ist und die Bezeichnung Warmestrompoten-
tial tragt, erhalten wir

—divgrad S+ (0c,/x) b-grad S=0 E?, (3)
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und mit der Abkiirzung grad S=®
—div® + (0cy/#) -G =0 E2. (4)

cy/# soll durch eine Konstante angendhert werden.
Multipliziert man (2) mit diesem Faktor, so erhalt
man

cpgrad T =grad h = (c,/=) grad S, (5)

wo h die Enthalpie pro Masseneinheit ist. Statt S
konnen wir also auch A beniitzen.

Bei ebener Stromung ist 0V gemédll der Kontinui-
tatsgleichung konstant, und zwar sowohl fiir die in-
kompressible als auch fiir die kompressible Stro-
mung. Bei radialer zylindrischer Stromung ist
00 =0y Dy 7/r, WO QgD ein konstanter Vektor ra-
dialer Richtung ist. Daher kann pVc,/#x=a bzw.
=a/r gesetzt werden, wo a eine Konstante ist.

Wir haben nun aufler der Energiebilanz (1) noch
die Kontinuititsgleichung beniitzt. An Stelle der
Kraftgleichung verwenden wir eine bestimmte An-
nahme iber die Richtung der Geschwindigkeit: sie
ist entweder achsenparalell oder radial. Uber den
Betrag der Geschwindigkeit kann keine Aussage ge-
macht werden, sondern nur iiber den Massenflul o b.

Fiir o gelte die haufig beniitzte Naherung

0=B(S-S5,), (6)

wo B und S, konstante Werte annehmen. Mit
grad(S—S;) =grad S kann man (3) in der Form
schreiben:

—divgradS+ (o ¢, b/x) -grad S=BE2S. (7)
Dabei wurde S — S, = §gesetzt.

2. Der zylindersymmetrische Bogen
mit radialer Stromung

S soll nur von r abhdngen. Wir betrachten ein
vereinfachtes Modell. Der Bogen werde in zwei Zo-
nen eingeteilt: die innere, leitfdhige Zone fiir r <ry,
in der B=F 0 ist, und die duBere, stromlose Zone,
in der B=0 ist. In der stromlosen Zone kann S,=0,
also S=S gesetzt werden. Dort ist ¢ v = const/r, also
v cy/#=a/r. In der leitfahigen Zone muf} die Stré-
mung axial zu- bzw. abgefiihrt werden. Dort sei na-
herungsweise b L grad T angenommen, so daf der
Stromungsterm in (7) wegfallt und man in bekann-
ter Weise erhalt 1:

S=CyJ,(VBE?r) . (8)

J, ist die BesseL-Funktion nullter Ordnung.
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Firr=rysei S=S;, woraus
ro=2,405/VB E? 9)

folgt. Fiir die stromlose Zone lautet (4) in Zylinder-
koordinaten:
1406 _

r dr (10)

2 6=0.
r

Die Lésung ist G=Gy'r* ! und man erhilt:

S_{Sl+(00/a)r“ fir a=0,
- Sl+Goln(r/r1) flir a=0,

Es ist S=S; bei r— o fiir a<0 und bei r=r;
fir a=0. ry ist ein beliebiger Bezugsradius. Bei
r=r, miissen die Werte fiir S und 3S/Cr nach (8)
und (11) iibereinstimmen, letzteres, weil eine Un-
stetigkeit im Gradienten von S einen unendlichen
Wirmestrom zur Folge hitte. Daraus folgt:

- {51+ (Gyla) ry®

(11)

81+ Goln(ry/ry) (12)
[(Se—S;) (a/Gy) Ve
oder To= {fl e,gp{(ISO—S:)/Go}
_C1 VBiE2 ]1(1/Wr0)
(13)

- {GO[ (Sp—S;) a/G,] @ Vis
(Go/ry) exp{— (Sy—S5y) [Gy} -

Es ist J; (VB E*rg) = J,(2,405) =0,52. Ersetzt man
in (13) VBE? gemiB (9) durch 2,405/r,, so folgt
aus (12) und (13)

C _ {—0,8(50—81) a flir a=¥=0,
S —0,8(50—51)/ln(ro/r1) fir a=0.

Wir betrachten die radial einwérts gerichtete Stro-

mung, also ¢<0. Mit S;>S; wird C;>0. Setzt

man C; aus (14) in (8) ein, so erkennt man, daf}

der Wert von S in der Achse linear mit | a | ansteigt.
Aus (9) und (12) erhélt man G:

GO = (So == Sl) a To_a
— (S,—S,) a(B E?)%2/2,405°. (15)

Es ist Gy<0 fiir a<0, Sy>S;; | G| ist um so gro-
Ber, je kleiner B E2. In diesem Falle muf} eine hohe
Temperatur die erforderliche elektrische Leitfdhig-
keit erzwingen.

Fiir die Stromstérke

(14)

=22 [ GErdr (16)
6
ergibt die Rechnung den Wert
I=27a(8;—S,) a E~L. (17)



THEORIE DES WARMESTROMPOTENTIALS IN ANGESTROMTEN LICHTBOGEN

Man hat eine fallende Charakteristik. Bei gegebenem
E wichst I mit |a|. Die Jouresche Warme pro Lén-
geneinheit des Bogens ist

TIE=27n(S;-S,) a. (18)

Der Leistungsumsatz ist der Anstromung proportio-
nal. Der Warmestrom durch Warmeleitung pro Lan-
geneinheit betrdgt beim Radius r=r,

dr
=W 2ary=—G(ry)'27r,

=—-2a(S;—Sp) a. (19)

Der Vergleich von (18) und (19) zeigt, daf} in dem
betrachteten Modell die gesamte Jouresche Warme
an der Stelle ry durch Warmeleitung abgefiihrt wird.
Wird jedoch beriicksichtigt, dal auch in der leit-
fahigen Zone noch eine radiale Stromung herrscht,
so erhoht sich der Anteil des konvektiven Energie-
transports.

3. Der Lichtbogen mit axialer Stromung

Es wird angenommen, da der Geschwindig-
keitsvektor tiberall achsenparallel ist. Die Ver-
nachlassigung der radialen Strémung wird sich in
Kathodenndhe auswirken. In Zylinderkoordinaten
ist v, =v,=0. Fiir v, gilt die Kontinuitatsgleichung
© v, =const, so daf} wir wieder die Konstante a be-
niitzen konnen. Gleichung (7) lautet in Zylinder-
koordinaten:

£ g

L2 (r )55 +e E -BES. (20)
In der stromlosen Zone ist B=0. Der Ansatz
S=2S5,(r) *Sy(z) liefert in diesem Falle sofort

Si(r) =a) Jy(vr) +B(») Ny(vr), (21)
Ss(z) =A(») e?+B(v) 72,
y,2 =3a(lEV1+4+2a?). (22)

N, ist die Neumannsche Funktion nullter Ordnung,
>0 ist eine beliebige Konstante. SchlieBt man ex-
ponentiell ansteigende Losungen aus [A4(v) =0]
und nimmt eine starke Anstromung an (4 »*/a?<1),
so wird

S, (z) =B(v) -e 72, (23)

Dasselbe erhilt man, wenn in Gl. (18) %2;‘3- gegen
13/ 3S

Tl
Wirmeleitung, vernachldssigt wird. Da (20) linear

), d.h. die axiale gegen die radiale
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ist, ist das Superpositionsprinzip anwendbar. Multi-
pliziert man (21) mit (23) und integriert iiber »,
so erhilt man die allgemeine Lésung fiir die strom-
lose Zone:

S(r,z) =0}°[a(v) Io(r) +B(») No(vr)] e 4o dy.
(24)
Die Funktionen a(») und S(») konnen den Rand-

bedingungen angepalit werden.
Fir den leitfadhigen Kern folgen wir zunichst

Stine und Warsox 3, 925/322 sowie die Radialkom-
ponenten der Feldstirke und des elektrischen Stro-
mes werden vernachlissigt. Betrachtet man o =j/E
(j = elektrische Stromdichte) und bildet das Integral

To Ty
1 3
j2nr6dr= Eaj‘2nr]dr=l/E, (25)
0 0

so findet man
E=1l[2arcdr. (26)
0

ro ist wieder die Grenze der leitfahigen Zone. Wir
setzen in (20) wieder S=S;(r) S;(z) und erhalten

t) S . N S, () 5:(2) .
[f2nrod]® BS:,@:[f2arS, () dr]?
0 0
(27)
Aus (20) entstehen die beiden Gleichungen
%%(r %) +728,=0, (28)
—aS: _ 2 1 L —0:
a2 725, + - 0; (29)

B [0f°2 7S, (r) dr]?

4> 0 ist eine beliebige Konstante.
Die Losung von (28) muf fiir r=0 reguldr sein
und lautet daher

Si(r) =Jy(Ar) .
Ist ry wieder die Grenze der leitfahigen Zone, so ist
o(ry) =B S(ry) =0 und daher

A=2,405[rg=1,.

(30)

(31)

Im Hinblick auf die spétere Reihenentwicklung wird
die so bestimmte Grofe 1 sogleich 4, genannt. Das
Integral im Nenner von (29) ist

2,405/1,

j2nr]0(7»or) dr=2a 052 ;2
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(2) hat nach der Integration von (29) die Losung
5=3 n-0,5;'2140;BTh Jo(Aor) (1 em2R2le) ™", (33)
und fiir E erhilt man

E = 2,/[B"(1 — e724*2la)"s] | (34)

(33) und (34) wurden von StiNe und WAarson ab-

geleitet. (33) stimmt in zweierlei Hinsicht nicht mit

dem Experiment iiberein:

1. In der Bogenachse r=0 steigt S nach (33) mit
wachsendem z monoton, wihrend es im Experi-
ment abnimmt.

2. Die Grenze r, der leitfahigen Zone ist nach (31)
unabhéngig von z, wihrend sie im Experiment
fiir kleine z abnimmt.

Die Schwierigkeit besteht darin, dal (29) nicht
linear ist und daher das Superpositionsprinzip nicht
anwendbar ist. 4, nimmt den festen Wert (31) an
und eine allgemeine Losung, die sich speziellen Be-
dingungen anpassen 1af3t, 1dBt sich nicht gewinnen.

Um diese Nachteile zu beheben, ersetzen wir in
(27) im Nenner S;(r) S;(z) durch eine Naherungs-
16sung S;@ (r) S,(¥ (z) und wihlen als eine solche
die Losung (33) von Stine und Warson. An Stelle
von (20) erhalten wir nunmehr

o aS)Jr——[w/(l 24415 =0,
(35)

wobei noch z=a gesetzt wurde. Der Separations-

ansatz S =S, (r) Sy(¢) liefert

i (r &)+ 80, (36)
% +[A2-22 /(1 —e2W )] S,=0  (37)
mit den Losungen
Si(r)=Iy(Ar), (38)
So(8) =Cre=DE- (1 _e 24, (39)

Fir A=1, geht (39) in die Losung von StiNe und
Warson iiber, die somit als Spezialfall in (39) ent-
halten ist. Da (35) linear ist, ist das Superpositions-
prinzip anwendbar und wir erhalten als allgemeine
Losung:

~ lmﬁx
S=(1—e2M¢)%h .lf C(A) eW =3¢ ] (Ar) d2, (40)

oder in Summenform:

S=(L—e W) Y Ce® =M Jy(4r).  (41)
i=0

A.KOLLER

Fiir n =0 ist das die Losung von StiNe und Wartson.
Um exponentiell ansteigende Losungen auszuschlie-
Ben, die fiir {— oo den Wert Sy = oo ergeben wiir-
den, ist in (40) 4%y, >4¢% und in (41) 42>142 zu
wihlen. Wir arbeiten im folgenden mit der Summen-
darstellung (41). Diese geht fir {— o in den
zylindrischen Lichtbogen iiber:

S=Cyfolly7) + (42)
Aus
1=0}'2n,'rdr=0f'2mErdr (43)
erhilt man
A . (44)

27+2,405-0,52 B2

Um auch die Konstanten C; bis C, zu berechnen,
werde an n Stellen {={;, j=1,...,n, der Strom I
berechnet, der unabhingig von { sein muf}:

. ~
I=2aBEX;) [rSdr
0

—2nB" zoi:zo C; W =181 (ri/0,) T, (ir)). (45)

r; ist die Grenze des leitfahigen Kerns bei { = {; und
kann gut durch

ri=ro(l —e 24 )" (46)
angenéhert werden. Entsprechend 1; durch
Iy = Do (1 —e~2het) (47)

(45) ist nunmehr ein lineares Gleichungssystem zur
Berechnung der C;. Die Losung fiir den leitfdhigen
Kern ist damit eindeutig bestimmt.

Mit Hilfe der Transformationen

S—Sy=S=(I2/(2nB")s, (48)
z=al=(0c,vry® (% 2,405%)) &, (49)
r=(r/2,405) o, (50)
=(2aB"[(I12)) Ci, (51)
mi=(1—e28)7" i=1,...,n; pe=1; (52)
0j=2,405 p;~! (53)

erhalten wir (41) und (45) in der dimensionslosen
Form

s=(1—e28)" 3 Dy e=#% (i) , (54)
i=0

1= 3D #0% ], (mey) - (efm),  (55)

J=Ljen o5
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Diese Darstellung enthalt die Materialkonstanten B
und S,, die Stromungskonstante a=9c,v/* und
den asymptotischen Bogenradius ry nicht mehr. Sie
ist daher fiir Lichtbogen verschiedenen Materials,
verschiedener Anstromung, verschiedener Strom-
stairke und mit verschiedenem Bogenradius giiltig.

25
§
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Abb. 1. Linienkonstanten s (= Isothermen) des axial be-

stromten Lichtbogens.

§
10 o1
0,2
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04
Abb. 2. Isothermen in einer
flammenahnlichen  Struktur
bei Vernachldssigung des
10 0 10 ¢

asymptotischen Teils.
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Die &; sind frei wihlbar, wobei sich allerdings
nicht jede beliebige Wahl als zweckmaBig erweist.

In Abb.1 ist §;=0,1, & =0,4 gewahlt. Es zeigt
sich, dal schon bei n=2 die Isothermen des Licht-
bogens gut wiedergegeben werden. Die &-Achse ist
gegeniiber der ©0-Achse um das Fiinffache gedehnt.
Ohne das Glied mit {=0 in (54), das den asympto-
tischen Teil der Lichtbogenséule mit reiner Zylinder-
symmetrie darstellt, ergibt sich eine flammenéhnliche
Struktur (Abb. 2). In der Tat wirken sowohl beim
Lichtbogen als auch bei der Flamme die drei Pro-
zesse: Aufheizung, Warmeleitung und Stréomung zu-
sammen.

Fiir die stromlose Zone erhilt man aus (21) und
(23) mit Anwendung des Superpositionsprinzips:

S(r,0) =_ZO[A,~ Jo(v;r) +B;Noy(v;r)] e77#¢.  (56)
Mit v, =2,405/r, z=alv,3,

v2[vi2=12 r=ry0/2,405 (57)

erhilt man die normierte Darstellung:
s= 'ZO[A;' Jo(ri@) +BiNo(ri0) ] e "% (58)
P

Dabei ist B,=0.

Bezeichnet man (54) mit s;, (58) mit s, , wobei
die Indizes i und a auf innen bzw. auflen hinweisen,
so miissen ldngs einer Kurve £(0), die z.B. die
Kurve (53) sein kann, die anndhernd gleich der
Isotherme S=0 ist, die Anschlubedingungen

dsi _ 9
5i(0,8) =sa(0, &) und —a% —= é%

70=0, 7,=1,

(59)

erfiillt sein, die besagen, da} an der Nahtstelle der
leitfahigen und der stromlosen Zone die Temperatu-
ren und Temperaturgradienten iibereinstimmen miis-
sen.

s als Funktion von @
& als Parameter

15
— leitfahige Zone
—--stromlose Zone
=~
10 AN A },’—‘\\ \\

S AR, NN
\\__// \:\\\\ \\\\‘ Q
1 2 3 4

Abb. 3. AnschluB der stromlosen an die leitfahige Zone im
axial beblasenen Bogen.
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Abb. 3 zeigt das Ergebnis einer Rechnung. Der
Anschlufl der beiden Zonen ist iberall gut. Fir
£>0,5 ist auch die Darstellung der stromlosen Zone
brauchbar. In Kathodenndhe treten jedoch in der
stromlosen Zone radiale Oszillationen der Tempera-
tur auf, die sicher unrealistisch sind. Jedoch sind in
Kathodennidhe auch die der Rechnung zugrunde
liegenden Annahmen nicht mehr zutreffend, da dort
die Radialkomponenten von Geschwindigkeit und
Feldstirke nicht mehr vernachlassigt werden diirfen.

Den Spannungsabfall lings des Bogens berechnet
man mit Hilfe von (34) zu

Z
18 fEdz: BB 1n[ D (e SHRA% | oy
0

1— (1—e—2At2ZJa)'le

Diese Beziehung wurde schon in ® abgeleitet. Sie 146t
sich fir grofe Bogenlingen Z vereinfachen. Fiir

H. VOIGT

Z = co wird U= o . Ist Z endlich, aber so groB, da}
e 2o €1 (61)
ist, dann wird

U= (A/B") Z+(a/(B" 7)) In2.  (62)

Aus (62) kann die Abhéngigkeit der Bogenspan-
nung von der Bogenlinge Z, dem Bogenradius
ro=2,405/1,, der Materialkonstanten B und der
Anstromungskonstanten @ abgelesen werden. Elimi-
niert man A, mittels (48), so erhilt man
2x S In2 a s

e ity ay
Die Spannung setzt sich aus einem Glied fallender
(~1/I) und einem Glied steigender Charakteristik
zusammen. Multipliziert man (62) mit I, so erhalt
man die Bogenleistung:

I (2,405
UI=E%< 0B 7 4

(63)

ar°;ln2).

To 2,405 (64)

Eine Untersuchung der Vorginge in supraleitenden Flufpumpen

Haxs Voier

Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG, Erlangen

(Z. Naturforschg. 21 a, 510—514 [1966] ; eingegangen am 3. Marz 1966)

Herrn Prof. Dr. TrexpeLeENBurG zum 70. Geburtstag gewidmet

Ein wesentlicher Vorgang beim Betrieb einer supraleitenden FluBpumpe ist das Wandern eines
normalleitenden Bereiches mit einem magnetischen Fluf} iiber eine stromdurchflossene supraleitende
Platte. Die hiermit verkniipften Erscheinungen, insbesondere Spannungen und Stromé@nderungen,
werden analysiert und fiihren u. a. auf einen Sittigungsstrom sowie einen bisher unbekannten
Beitrag zu den Verlusten einer FluBpumpe. Die Ergebnise werden mit dem Experiment verglichen.

Unter der Bezeichnung ,,FluBpumpen® (aus dem
Englischen “flux pump”) sind in letzter Zeit An-
ordnungen bekannt geworden, welche hauptséchlich
dazu dienen, in supraleitenden Magnetspulen hohe
Strome zu erzeugen. Die Zufuhr hoher Strome
(>1000 Amp.) zu Objekten, die sich auf der Tem-
peratur des fliissigen Heliums (4,2 °K) befinden,
bereitet wegen der Warmeleitung und des elektri-
schen Widerstands der Zuleitungen groBle Verluste
von fliissigem Helium, dessen Verdampfungswérme
sehr gering ist. Es ist daher vielfaltig versucht wor-
den, mit Hilfe von supraleitenden Umformern oder
Generatoren hohe Stromstédrken im Heliumbad selbst
zu erzeugen.

1 K. Mexpevssony, Nature (Lond.) 132, 602 [1933].
2 P.S.Swar1z u. C.H.Rosxer, J. Appl. Phys. 33, 2292 {1962].

MEen~pELssonN ! hat dies 1933 mit seinem ,,Gleich-
stromtransformator” wohl zuerst erfolgreich getan.
Hiermit konnen leicht sehr hohe Strome erzeugt
werden, da der Vorgang nur einmal ausfithrbar ist,
jedoch nur in Kreisen sehr kleiner Selbstinduktivi-
tat. Hohe Magnetfelder konnen deshalb mit dieser
Methode nur in sehr kleinen Volumina (verglichen
mit der GroBe des Umformers) erzeugt werden. Dies
trifft auch fiir die dhnlichen ,,FluBkompressoren®?
und ,,FluBkonzentratoren“ ® zu, welche ebenfalls nur
einen einmaligen Vorgang zulassen.

Ousen® dagegen hat eine periodisch arbeitende
Anordnung angegeben, welche im wesentlichen aus
einem Transformator mit supraleitenden Wicklungen

3 C. F. HemesteaD, Y. B. Kiv u. A. R. Stryap, J. Appl. Phys.
34, 3326 [1963].
4 J. L. Ousex, Rev. Sci. Instr. 29, 537 [1958].



